Resum complet de (Geometria per a les PAU
Matematiques II — Catalunya

Dossier de teoria, metodes i observacions d’examen

1 Que entra oficialment a les PAU?

Segons l'estructura i els criteris publicats per Canal Universitats per a la materia de Matematiques,
el bloc d’Algebra/Geometria inclou, pel que fa a geometria:

e equacions de rectes i plans de I’espai;
e posicid relativa entre varietats lineals;
e distancies entre punts i entre varietats lineals;
o angles entre varietats lineals;
o perpendicularitat.
Aixo vol dir que la geometria de PAU no és només “saber férmules”, sind saber traduir entre formes

vectorials, parametriques i cartesianes, decidir posicions relatives i justificar els resultats amb rangs,
productes escalars, vectorials o mixtos.

Atencié PAU

A Texamen es pot perdre fins a una part de la puntuacié per manca de redaccid, notacié
incorrecta, incoheréncia o falta de claredat. Per tant, en geometria cal escriure sempre que
s’esta calculant: vector director, vector normal, punt de la recta, rang, determinant, producte
mixt, etc.

2 Punts i vectors a ’espai

2.1 Punts, vectors i vector entre dos punts

Un punt de l’espai s’escriu
P =(p1,p2,p3), Q= (q1,q2,93)

El vector que va de P a @ és
1@ =Q—-P=(q1—p1,92 — 2,93 — p3)-

El vector posicié d’un punt P és

OP = (p1,p2,p3).

Nota important

No confonguis mai punt i vector. Un punt és una posici6; un vector és un desplagament. Ara
bé, en coordenades s’escriuen de manera semblant, i per aixd en PAU és molt freqiient I’error
de restar en l'ordre incorrecte.




Geometria PAU Matematiques 11

2.2 Modul d’un vector i distancia entre punts

@] = \/u? + u3 + u3.

La distancia entre dos punts és el modul del vector que els uneix:

Si @ = (uq,us,us), aleshores

d(P,Q) = H@H = \/(cn —p1)? + (g2 — p2)* + (g3 — p3)*.

2.3 Vectors linealment dependents i independents
Dos vectors @ i ¥ sén linealment dependents si un és multiple de Daltre:
U= AU.

Geometricament, aixo vol dir que sén paral - lels.

Tres vectors i, ¥, w sén linealment dependents si el determinant format per les seves coordenades és
Zero:

uy v wi
[ﬁ, U, 117] =det |us vy wo| =0.
uz vz w3

Geometricament, aixo vol dir que els tres vectors sén coplanaris.

En geometria de ’espai, moltes decisions es redueixen a aquestes dues preguntes:

e Dos vectors sén proporcionals? = paral - lelisme.
e Tres vectors tenen producte mixt zero? = coplanarietat.

3 Productes entre vectors
3.1 Producte escalar
Si @ = (uy,ug,us) i v = (vy,vs,v3), el producte escalar és

- = u1v1 + ugvy + usvs.

<y

També compleix
-7 = ||| ||7] cos av,

on « és 'angle entre els vectors.
Per tant,

COSXx = ~—+— 5 -
1l [191]

3.2 Perpendicularitat
Dos vectors no nuls sén perpendiculars si i només si

-7 =0.
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Atencio PAU

Que dues rectes tinguin vectors directors perpendiculars no garanteix que les rectes es tallin.
A D’espai poden ser rectes que es creuen i, tot i aixi, tenir vectors directors perpendiculars. En
aquest cas es parla de direccions perpendiculars, pero no de rectes perpendiculars en el sentit
geometric estricte si no hi ha punt de tall.

3.3 Producte vectorial

El producte vectorial de @ = (u1,ug,us) i ¥ = (v1,v2,v3) és
A A
UXU=|uy us usgl.

Es un vector perpendicular a i i a v.
Propietats importants:
e U X ¥=0siinoméssiuiv sén paral - lels.
o ||@ x U|| és I’area del paral - lelogram generat per @ i ¥.

o L’area del triangle format per dos vectors és

1. .
Atm‘angle = 5 Hu X UH .

3.4 Producte mixt

El producte mixt de tres vectors és

(75} us U3
[U,0,W] = (@ xT) - d=det | v1 wv2 w3
w) wy w3

Interpretacio:
o |[t, ¥, ]| és el volum del paral - lelepipede generat pels tres vectors.
o Si[u,¥,w] =0, els tres vectors sén coplanaris.

4 Equacions de la recta a ’espai

Una recta queda determinada per un punt P = (xg, yo, z0) 1 un vector director ¥ = (v1, v2, v3) no nul.

4.1 Equacié vectorial

OX — 0P+ X5, AeR.

En coordenades:
(:ana Z) = (any()?ZO)—i_)\(’Ul’fUZan?))a AeR.

4.2 Equacions parametriques

T =g+ Avy,
Y = Yo + Avg, AeR.
zZ = 29+ Avs,
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4.3 Equacié continua

Si v1,v9,v3 # 0, podem escriure
r—To Y—Yo 22— 20

U1 V2 U3

Atencio PAU

Si alguna component del vector director és zero, no es pot posar al denominador. Per exemple,
si ¥ = (2,0,—1), la recta s’escriu millor com

r—xTy Z— 2o
2 -1’

Y = Yo-

Aquest és un error molt tipic.

4.4 Recta com a interseccié de dos plans

Una recta també pot venir donada per dues equacions implicites:

. A1$+Bly+012’+D1=0,
| Aoz 4+ Boy + Coz + Dy = 0.

Aix0 representa la interseccié de dos plans no paral - lels.

Per trobar un vector director de la recta, es pot fer el producte vectorial dels vectors normals dels
plans:
Ur = ﬁl X ﬁg,

on
n1 = (A1, B1,Ch), Mg = (Ag, B2, C2).

Per trobar un punt de la recta, es resol el sistema donant un valor comode a una variable.

5 Equacions del pla a I’espai

Un pla queda determinat per un punt P = (xo, yo, 20) i dos vectors directors linealment independents
U= (Ul, uz, u3) i7= (U17U2a 03)'

5.1 Equacié vectorial

072074-)\17—##17, A peR.

5.2 Equacions parametriques

T = xo + Aup + pug,
Y = Yo + Aug + pvs, A€ R,
z = 20 + Aug + pvs,
5.3 Equacié implicita o general
m:Arx+ By+Cz+ D =0.

El vector normal del pla és
= (A,B,C).
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5.4 Com trobar el pla que passa per un punt i té dos vectors directors

Si el pla passa per P = (x0, Y0, 20) 1 té vectors directors @ i ¥, un punt geneéric X = (x,y, z) pertany
al pla si els vectors P—)(z , 4 17 s6n dependents:

rT—%o Y—Yo <z—*0

det Ul U9 us =0.
U1 V2 U3

Equivalentment, podem calcular un vector normal:
n=1ux7,

1 escriure

;1
3|

=0.

5.5 Pla que passa per tres punts
Donats tres punts A, B, C, primer comprovem que no estan alineats. Per fer-ho, calculem

AB, AC.

Si aquests dos vectors son proporcionals, els punts estan alineats i no determinen un tnic pla. Si no
sén proporcionals, el pla és el que passa per A i té com a vectors directors Ag i AC.

Atencié PAU

Tres punts sempre séon coplanaris, pero només determinen un tnic pla si no estan alineats.
Aquesta distincié pot apareixer en preguntes de raonament.

6 Pertinenca: saber si un punt és en una recta o en un pla

6.1 Punt en una recta

Si la recta és parameétrica,
T =0+ Avy,
7Y =yo+ Avg,
zZ = 29+ Avs,

un punt P = (a, b, c) pertany a r si existeix un mateix valor de A que satisfa les tres equacions:
a = xo + Avy,

b=y0+)\1)2,
c= 29+ Avs.

6.2 Punt en un pla

Si el pla és
m:Ar+By+Cz+ D=0,

el punt P = (a, b, ¢) pertany al pla si

Aa+Bb+Cc+ D =0.
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7 Posicio relativa de dues rectes

Siguin
r: X =P+ M\, s: X =Q + pv.

7.1 Metode vectorial

Considerem els vectors directors i, ¥/ i el vector que uneix un punt de cada recta:

PG=Q-P

Condicio Posicid Com justificar-ho

i i ¥ proporcionals, i Coincidents Mateixa direccid i un punt
P() proporcional a u d’una pertany a l'altra.

i i U proporcionals, Paral - leles no coincidents Mateixa direccié pero punts
pero P(Q) no diferents fora de l’altra recta.

proporcional a i

i 1 ¥ no proporcionals i ~ Secants Sén coplanaries i no

[@,7, PQ] =0 paral - leles; per tant, es
tallen.

i i U no proporcionals i Es creuen No sén coplanaries; no es

[, U, P(z)] #0 tallen.

Metode d’examen

Per trobar el punt d’interseccié de dues rectes secants, iguala les parametriques:
P+ X\i=Q+ pv.

Aixo dona un sistema de tres equacions amb dues incognites A i p. Si és compatible, el punt
de tall s’obté substituint el valor del parametre en una de les dues rectes.

7.2 Metode amb rangs
Si les rectes venen donades com a interseccié de plans,

] Ayx+ Biy+ Ciz+ Dy =0, ) Asx + B3y + Csz + D3 = 0,
" | Aoz 4+ Byy + Coz+ Dy = 0, Ayx + Byy + Cyz+ Dy = 0,

es poden considerar la matriu de coeficients M i 'ampliada M’. En PAU és més habitual passar a
vectors directors, pero la lectura amb rangs és:

rang(M) rang(M') Sistema Posicié

—~

2 2 SCI amb 1 grau de llibertat ~ Rectes coincidents
2 3 SI Rectes paral - leles
3 3 SCD Rectes secants

3 4 SI Rectes que es creuen
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Atencio PAU

Un sistema incompatible entre dues rectes no vol dir automaticament que siguin paral - leles.
A T’espai, també poden ser rectes que es creuen. Cal mirar si els vectors directors sén propor-
cionals.

8 Posicio relativa entre recta i pla

Siguin
r: X =P+ A, m:Ar+ By+Cz+ D =0,

amb vector normal del pla
= (A,B,C).

8.1 Metode rapid amb producte escalar

Cal mirar
v n.

Condicio Posicié Com acabar

v-n#0 Recta secant al pla Substituir parametriques al
pla i trobar el punt de tall.

v-n=0iPenx Recta continguda en el pla Tots els punts de la recta sén
al pla.

v-n=0iP¢m Recta paral - lela al pla No hi ha cap punt de tall.

8.2 Metode substituint
Substituim
T =0+ AV, Y=19Yo+ v, z=2z0+ A3
a 'equaci6 del pla:
A(zo + A1) + B(yo + Av2) + C(z0 + Avg) + D = 0.
Aleshores:

e si surt un valor Uinic de A, la recta és secant;
e sisurt 0 = 0, la recta esta continguda en el pla;
e si surt una contradiccid, per exemple 0 = 5, la recta és paral - lela al pla.

Aquest metode és molt segur a I’examen perque no només classifica la posicié, sindé que si hi
ha interseccié també dona directament el punt de tall.

9 Posicio relativa entre dos plans
Siguin
771:A133+Bly—|—01z—|—D1:O, o : Agx + Boy + Coz + Dy = 0.

Els vectors normals sén

n = (A1, By, Ch), flp = (Ag, B2, C2).
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Condicio Posicié Interseccid
711 1 7ly proporcionals, i les Plans coincidents Tot el pla

equacions sén proporcionals

incloent D

71 1 71y proporcionals, pero Plans paral - lels diferents Cap punt

les equacions no sén
proporcionals incloent D

711 1 713 no proporcionals Plans secants Una recta

Si els plans sén secants, el vector director de la recta d’interseccid és

ﬁ:ﬁ1Xﬁ2.

10 Posicié relativa entre tres plans

Tres plans formen un sistema de tres equacions amb tres incognites:

Ajx+ Biy+Ciz+ Dy =0,
Aox + Boy + Coz + Doy = 0,
Asx + By + C3z + D3 = 0.

La interpretacié depén del rang de la matriu de coeficients M i de la matriu ampliada M.

rang(M) rang(M’) Sistema Interpretacié geometrica
3 3 SCD Els tres plans es tallen en un punt.
2 2 SCI Interseccié comuna amb una recta o plans coincidents parcialment.
1 1 SCI Els tres plans son coincidents o equivalents.
2 3 ST No hi ha interseccié comuna.
1 2 SI Plans paral - lels incompatibles.

Atencio PAU

La taula de rangs diu si el sistema té solucié, perd no sempre descriu amb tot detall visual la
posici6 dels tres plans. Si ’exercici demana interpretacié geomeétrica fina, cal complementar
amb proporcionalitat de normals i comparacié d’equacions.

11 Distancies

11.1 Distancia entre dos punts

d(P,Q) = \/(ql —p1)? 4 (g2 — p2)® + (g3 — p3)*.

11.2 Distancia d’un punt a un pla

Si
P = (20,90,20), 7:Az+By+Cz+ D=0,
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aleshores

_ |Azg + Byo + Czo + D|

Y vy e

Atencio PAU

Aquesta férmula només és valida si el pla esta en forma implicita. Si el pla esta en parametri-
ques, primer cal trobar I’equacié general o un vector normal.

11.3 Distancia d’un punt a una recta

Si
r: X =Q+ M,
aleshores H Q7>> y gH
W)=

Interpretacio: el numerador és ’'area del paral - lelogram generat per Q? i ¥; en dividir per la base
|U]| queda Paltura, és a dir, la distancia.
11.4 Distancia entre dos plans

Si els plans no sén paral - lels, es tallen i la distancia és zero.
Si s6n paral - lels,
m:Ar+By+Cz+ D1 =0, mo i Ar+ By + Cz+ Dy =0,
aleshores
[Dy — D
VAZ+ B2 +C?

d(7T1,7T2) =

Atencio PAU

Aquesta férmula només es pot aplicar quan els coeficients A, B, C estan exactament igualats.
Siun pla és 2+ 2y +2z+4 =0iTlaltre és z +y+ 2+ 1 = 0, primer cal dividir el primer per
2.

11.5 Distancia entre recta i pla

e Si la recta talla el pla, la distancia és 0.
e Si la recta esta continguda en el pla, la distancia és 0.

e Sila recta és paral - lela al pla, triem un punt P de la recta i fem

d(r, ) = d(P, ).

11.6 Distancia entre dues rectes
Siguin
r: X =P+ )\, s: X =Q+ pv.
e Si sén secants, la distancia és 0.
e Si sén coincidents, la distancia és 0.
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e Sisén paral - leles, triem un punt P d’una recta i calculem la distancia de P a l'altra recta:

d(r,s) = d(P,s).

[iPe.7.|

[[a < 7

e Si es creuen, aleshores

d(r,s) =

Atencié PAU

La férmula del producte mixt per a distancia entre rectes només s’aplica quan les rectes es
creuen. Si sén paral - leles, @ x ¥ = 0 i la férmula no té sentit.

12 Angles

12.1 Angle entre dues rectes

Si les rectes tenen vectors directors @ i ¥, 'angle entre les rectes és 'angle agut entre les seves

direccions:
-]
cos o =
]| (|7

Nota important

S’utilitza valor absolut perqué normalment es demana 1’angle menor entre rectes, entre 0° i
90°.

12.2 Angle entre dos plans

L’angle entre dos plans és 'angle entre els seus vectors normals:
_ | g
COSx = ~5——— 5 -
1723 [} {722

12.3 Angle entre una recta i un pla

Si la recta té vector director ¥’ i el pla té vector normal 77, aleshores I'angle « entre la recta i el pla

compleix

) \17 i

sina =
191 (171

Atencio PAU

No confonguis angle recta-pla amb angle entre el vector director de la recta i el vector normal
del pla. Son angles complementaris. Per aixo apareix el sinus, no el cosinus.

13 Perpendicularitat

13.1 Rectes perpendiculars

Dues rectes amb vectors directors 4 i ¥ tenen direccions perpendiculars si

u-v=0.

Pero perque siguin rectes perpendiculars en sentit geomeétric, a més han de ser secants.

10
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13.2 Recta perpendicular a un pla
Una recta és perpendicular a un pla si el seu vector director és paral - lel al vector normal del pla:
Ty || T
13.3 Recta paral ‘- lela a un pla
Una recta és paral - lela a un pla si el seu vector director és perpendicular al vector normal del pla:
Uy - My = 0.

Després cal mirar si la recta esta continguda o és paral - lela estricta.

13.4 Plans perpendiculars

Dos plans sén perpendiculars si els seus vectors normals sén perpendiculars:

ny - g = 0.

14 Arees i volums

14.1 Area d’un triangle a I’espai

Si el triangle té vertexs A, B, C, llavors

Anane = L |TB 70

14.2 Volum d’un tetraedre

Si el tetraedre té vertexs A, B,C, D, llavors

V:é‘[ﬁ,@,ﬂf]‘.

Nota important

El producte mixt dona el volum del paral - lelepipede. El tetraedre ocupa una sisena part
d’aquest volum.

15 Procediments tipics de PAU

15.1 Trobar una recta

Metode d’examen

Per escriure una recta necessites:
1. Un punt P de la recta.
2. Un vector director v.

Després escrius
(xz,y,2z) = P+ \U.

Situacions tipiques:

11
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e Recta que passa per dos punts A i B: vector director /ﬁ .

e Recta paral - lela a una altra: mateix vector director.

e Recta perpendicular a un pla: vector director igual al vector normal del pla.

e Recta interseccié de dos plans: vector director 77; X 7io i punt resolent el sistema.

15.2 Trobar un pla

Metode d’examen

Per escriure un pla necessites una de les dues opcions:
1. Un punt i dos vectors directors independents.
2. Un punt i un vector normal.

Situacions tipiques:

e Pla que passa per tres punts: vectors ﬁ i ﬁ .
o Pla paral - lel a un altre: mateix vector normal.
e Pla perpendicular a una recta: vector normal igual al vector director de la recta.

e Pla que conté una recta i un punt exterior: un vector director és el de la recta i ’altre uneix
un punt de la recta amb el punt exterior.

e Pla que conté dues rectes secants: vectors directors de les dues rectes i punt de tall.

e Pla que conté dues rectes paral - leles: vector director comil i vector que uneix un punt d’una
recta amb un punt de l'altra.

16 Casos dificils i trampes habituals

16.1 Quan una recta ve amb denominadors zero

Una expressié com

x—1 y+3 =z
2 0 4
no és una equacié continua ben escrita. S’ha d’interpretar com
r—1 =z
= -, = —3
2 1 Y

16.2 Rectes que es creuen

En el pla, dues rectes no paral - leles sempre es tallen. A ’espai, no. Poden ser rectes que es creuen.

Per detectar-ho:

e 1mira si els vectors directors sén proporcionals;
e sino ho son, calcula el producte mixt amb el vector que uneix punts de les dues rectes;
e si el producte mixt no és zero, les rectes no sén coplanaries i es creuen.

16.3 Angle entre recta i pla

Error tipic: aplicar directament el cosinus entre v, i 7i; i donar aquest angle. Aquest angle és el
complementari de ’angle recta-pla.

La férmula segura és

. o |Ur . ﬁT(‘
SN = 5775 -
[0 | 1175

12



Geometria PAU Matematiques 11

16.4 Distancia entre plans

Només té sentit calcular una distancia positiva entre dos plans si son paral - lels. Si es tallen, la
distancia és zero.

16.5 Distancia entre rectes

Abans d’aplicar cap férmula, classifica la posicié relativa:

e coincidents o secants: distancia zero;
e paral - leles: punt a recta;
e es creuen: férmula del producte mixt.

16.6 Pla a partir de tres punts

Si els tres punts estan alineats, no hi ha un tnic pla. N’hi ha infinits. Per tant, abans de fer
determinants mecanicament, comprova si els vectors formats sén proporcionals.

16.7 Paral - lelisme i coincidéncia

Quan dues rectes o dos plans sén paral - lels, encara falta decidir si son diferents o coincidents. Cal
comprovar un punt o comparar termes independents.

16.8 Parametres en geometria

Quan apareix un parametre a, m, k, etc., normalment hi ha un valor critic que fa canviar la posicio
relativa:

e determinant zero;
e vectors que passen a ser proporcionals;
e producte escalar que passa a ser zero;

e producte mixt que passa a ser zero.

Metode d’examen

Davant un exercici amb parametre:
1. Escriu la condicié geomeétrica en forma algebraica.
2. Resol l'equaci6é que dona els valors critics del parametre.
3. Estudia separadament el cas general i els valors critics.
4. Redacta la conclusié geometrica per a cada cas.

17 Redaccions model per a ’examen

17.1 Dues rectes

“Els vectors directors séon 4 = --- i ¥ = ---. Com que no sén proporcionals, les rectes no sén
paral - leles. Considerem P(,j = ---. El producte mixt és [&,?, PQ] = ---. Com que és zero/no és
zero, les rectes son coplanaries/no coplanaries. Per tant, son secants/es creuen.”

13
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17.2 Recta i pla

“El vector director de la recta és v = --- i el vector normal del pla és @ =---. Calculem v-7 = ---.
Si és diferent de zero, la recta talla el pla. Si és zero, agafem un punt de la recta i comprovem si
pertany al pla. Aixi decidim si la recta esta continguda o és paral - lela al pla.”

17.3 Dos plans

“Els vectors normals sén 7y = -+ i 7ig = ---. Com que sén/no sén proporcionals, els plans sén
paral - lels/secants. En el cas paral - lel, comparem també els termes independents per decidir si sén
coincidents o paral - lels diferents.”

18 Taula final de férmules imprescindibles

Concepte Férmula
Vector entre punts @ =Q-—-P
Modul ]| = /u? + u3 + u3
Producte escalar -0 =uiv1 + ugy + ugvs
Angle entre vectors Cos v = T iL”Hv_N
il ||v
Recta vectorial X=P+ X
Pla vectorial X =P+ a+ pv
Pla implicit Arx+ By+Cz+ D =0, amb 77 = (A, B,C)
A B C D
e PR P
@7 x 3]
Punt-recta d(P,r) = e
U
(PG,
Rectes que es creuen d(r,s) = W
U X U
Angle recta-recta cosa = H’:L,LHHUJ,H
il ||v
i1 - Tio
Angle pla-pla cos o = H’T_i1”||ﬁ2|”
Angle recta-pla sina = |||_1‘1”||n_‘”
|| ||7
N 1
Area triangle A= 5 HE X ﬁH
1
Volum tetraedre V= 8 ‘[E , AC , E]’

14
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