Resum: Concepte de derivada

1. Motivacio: taxa de variacio

Per mesurar com creix una funcié f(x), considerem la pendent entre dos punts P, = (x1, f(z1))

i1 Py = (22, f(22)):
_ f(w2) = f(z1)
Tro9 — T
Aquest valor representa la taxa de variacié mitjana de f(z) en linterval [z, x2].
2. Concepte de derivada

Si acostem x5 a x1, obtenim la taxa de variacid instantania, és a dir, la derivada:

f@) = f(z0)

T—T0 Tr — X0

També pot expressar-se com:

f/(x(]) _ }llg% f($0 + h})L — f(l'o)

La derivada representa la pendent de la recta tangent a la corba en el punt zg.

3. Funcid derivada

La funcié derivada f’(x) associa a cada valor de x el valor del creixement de f en aquest punt.
Exemple:
fx)=2* -2z = f'(z) =22 -2

4. Derivabilitat

Perque una funcié sigui derivable en un punt zg, ha de complir:
e Es continua en zg
e Existeixen i coincideixen els limits laterals de la definicié de derivada

No totes les funcions continues sén derivables (ex: funcions definides a trossos amb trencaments
angulosos).



5. Derivades de funcions elementals
o Constant: f(z) =c= f'(z) =0
o Identitat: f(z) =z = f'(z) =1
e Potencia: f(z) = 2" = f'(z) = na™ !

e Exponencial: f(z) =e* = f'(z) =€”

e Logaritme neperia: f(z) =1In(z) = f'(z) = —
x
e Trigonometriques:

— sin(z) = cos(x)

— cos(z) = —sin(x)

6. Regles de derivaci6

o Suma: (f+g)' =[f"+¢

o Constant per funcié: (kf) = kf’
e Producte: (f-g) = flg+ fq'
f)' _fl9—fd

e Quocient: ( 5
Y 9

e Regla de la cadena: Si f(z) = v(u(x)), aleshores:

7. Cas especial: f(x) = g(x)
@) = gl (In(o(a) ) + ")
8. Derivades successives

Si f(z) = sin(x):
() = cos(a), () = —sin(@), [O(@) = —cos(e), fD(z) = sin(z)



Annex: Taula de derivades essencials

Regles de derivacio:

o (f+9)=f+y
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1 Aplicacions de la derivada

1. Recta tangent i normal
e La recta tangent a f(x) en z( té pendent f’(xg) i passa pel punt (xg, f(zo)).
e La recta normal és perpendicular a la tangent i té pendent —1/f(x¢).

e Si volem una tangent parallela a una recta donada, igualem f’(x) al pendent d’aquesta
recta.

2. Signe d’una funcié
El signe d’una funcié pot canviar:
e Als punts on f(z) = 0 (arrels).
e Als punts on f(x) és discontinua (discontinuitats).

Es divideix ’eix real en intervals, s’avalua el signe de f(x) a cadascun.

3. Creixement i extrems relatius

e f/(x) > 0= f creixent

e f(z) < 0= f decreixent

e f'(x) =0 pot indicar un maxim, un minim o punt d’inflexié horitzontal
Els extrems es detecten analitzant el signe de f’ o amb f”:

f"(z0) >0 = minim
["(z9) <0 = maxim

fllwo) =0 i {

4. Curvatura i punts d’inflexio
o f"(x) > 0: grafica concava
e f’(x) < 0: grafica convexa

e f"(x) =01 canvi de signe: punt d’inflexié

5. Regla de I’Hopital

Per resoldre indeterminacions com % 0 %:

lim M = lim ()
e g(z) ~ wa g'(a)

si f i1 g s6n derivables i el limit del quocient de derivades existeix.



6. Asimptotes

Asimptota vertical: limit infinit en un punt z = a.

Asimptota horitzontal: limit finit quan z — Fo0.

Asimptota obliqua: si lim, s NACI . # 0, la recta y = mx + n és asimptota obliqua si

també: :
lim [f(z) — (mz+n)] =0

T—00

7. Estudi complet d’una funcio
Passos:

1. Domini

2. Tall amb els eixos

3. Simetria

4. Creixement i extrems (f')

5. Curvatura i punts d’inflexi6 (f”)

6. Asimptotes

7. Grafica i recorregut

8. Signe i continuitat

8. Problemes d’optimitzacié
Procés:
1. Escrivim la funcié a optimitzar
2. Reduim a una sola variable
3. Derivem i trobem els punts critics (f' = 0)
4. Comprovem si és maxim o minim amb f”

Exemple: Amb 120m de tanca fer un recinte rectangular de maxima area.
Si 2z + 2y = 120 = y = 60 — x, aleshores:

Alx) = 2(60 —z) = —22 + 60z = A'(z) = 22 +60=0= 2z =30



